Lycée La Martiniére Monplaisir PT

2025-2026

Devoir sur Table 3

Durée : 4h

e Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans un ordre quelconque.
e Tous les documents sur papier sont interdits.

e Les calculatrices ne sont pas autorisées.

e Le matériel de géométrie (régle, compas, équerre) est autorisé.

e La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la qualité de la rédac-
tion. Ceci implique que vous devez faire des raisonnements clairs, concis et complets,
utiliser un langage mathématiques adapté et précis, étre lisible et éviter les fautes
d’orthographe et de grammaire.

e Si, au cours du devoir, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous
le signalez sur votre copie et poursuivez sa composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous avez été amené a prendre.

o Mettez en évidence vos résultats en les encadrant.
e Conformément au réglement de la Banque PT

— Composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille a encre foncée : bleue
ou noire.

— L’usage de liquide de correction et dérouleur de ruban correcteur est interdit.

Le soin apporté a la copie fera I'objet d’une évaluation suivant les critéres suivants :
— Mise en évidence des résultats

— Soin et lisibilité de la copie. En particulier les traits, y compris pour les ratures,
devront étre tracés a ’aide d’une regle

— Respect des consignes concernant le liquide de correction et le dérouleur de ruban
correcteur

— Respect de la grammaire et de 'orthographe

Probléeme 1 Développement asymptotique de la série harmonique
(adapté de HEC BL 2010)

Dans tout le probléme on considére les suites (Hp)nen+ €t (un)nen+ définies par

"1
Vn € N*, H, = -, u, = H, —In(n
k;k (n)

Partie 1

1. Etablir, pour tout entier naturel k& non-nul Pencadrement suivant
1 1

— <1 1) -1 < -
P n(k+1) —In(k) 2

2. (a) Quelle est la limite de la suite (H,)nen?

(b) En utilisant le résultat de la question 1., montrer pour tout entier naturel » non nul,

I’encadrement suivant : 1
In(n)+ - < H, <Iln(n)+1
n

(¢) En déduire un équivalent simple de H,, quand n tend vers +oo.

3. (a) En utilisant & nouveau l’encadrement obtenu & la question 1., montrer que la suite

(un)nen+ est décroissante.

(b) En déduire que cette suite est convergente ; on note -y sa limite. Montrer que v appartient

A [0,1].
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4. Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R’ dont les dérivées premiere et seconde
sont notées respectivement f’ et f”. On suppose que f” est continue sur R} .

On pose, pour tout entier naturel & non-nul

1 [kt 1\?
_ _ _ = 1
Jk—2/k (t k 2) £ dt

(a) Etablir pour tout entier naturel k& non-nul 'égalité suivante

b f’(k+1;—f’(k) F(E+ 1)+ F(R) +/’““f(t)dt
k

2

(b) En déduire, pour tout entier n € N*, la relation suivante

n

’ g n n—1
>ty = 20T T IO | -3
k=1 L k=1

1
5. On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur RY par f(z) = —
x

(a) Etablir, pour tout entier naturel k& non-nul la double inégalité suivante

k+1 1
0< Jy < —_dt
F /k 43

(b) En déduire que la série de terme général (Ji)ren+ est convergente.
(¢) En déduire également, pour tout entier naturel n non-nul ’encadrement suivant

400 1
0< Y T < —
kz:% B gn2

(d) Prouver l'existence d’une suite convergente (&,)nen de limite nulle telle que l'on ait,
pour tout entier naturel n non-nul

1

H, =1
n(n) +7+ 5

En
+ _

n
Partie 11

6. Soit (an)nen et (bn)nen deux suites de réels strictement positifs vérifiant les deux conditions
suivantes

(i) La série de terme général (a,)nen est convergente
(i) an ~ by
+o0o

(a) Soit € un réel strictement positif, justifier existence d’un entier naturel ng tel que
Vn > no, |an, — by| < by,

(b) En déduire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & ng, I'inégalité suivante

+oo +o0o +o00
Zak—Zbk§€Zbk

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

(¢) Etablir I'équivalence suivante

—+oo —+oo
> a2 b
+oo

k=n-+1 k=n-+1

7. Soit @ >'1
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(a) Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, on a

k+1 1 kg
/ — dt < o S / o dt
kot k k-1t
(b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul et tout entier N strictement supérieur a
n, la double inégalité

N+1 N N
1 1 1
/ La< > Lg / L
to ko to
n+1 k=n+1 n

(¢) Etablir I'équivalence suivante

TR
kE® +00o =1 no—t

k=n-+1
Partie 111
On considere les suites (y)n>1 €t (Yn)n>2 définies par
1
Vn > 1, xn:uan—, et Yn>2, yp==xp— Tp_1
n

8. (a) Quelle est la limite de la suite (2,,)n>1 7
(b) Justifier, pour tout entier naturel n non-nul I’égalité suivante

+oo
Y~ Tn = Z Yk
k=n+1
(¢) En déduire pour tout entier naturel n non-nul I’égalité suivante
“+o0
1 1 1 1
I == 42l (1--
T 2kzn:+1<k;+k—1+ n( k;))

9. (a) Montrer qu'il existe une suite (£}, )x>1 convergente de limite nulle vérifiant

(b) Etablir & I'aide d’un développement limite & I'ordre 3, ’équivalence suivante

1 1 1 1
-+ —+2In(l—-—-) ~ —
E k-1 < k> +o0 3k3
10. En utilisant les résultats précédents, en déduire I'existence d’une suite convergente (e,),>1
de limite nulle, vérifiant, pour tout entier naturel n non-nul

1 1 e
H, =1 - En
n(n) +7+ 2n  12n2  n?

Probléme 2 Matrices de trace nulle

On considere E un R-espace vectoriel de dimension n avec n > 2.
On note M,,(R) Pespace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients réels.

Pour un vecteur z non-nul de R™ on notera Vect(x) le sous-espace vectoriel engendré par x.

Pour A = (a;;) @ j)eq,n]> € Mn(R) on nomme Trace de A le scalaire Tr(A) = Z Qg
i=1
Partie I —  Un exemple
(21
Soit A = (3 _2).
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10.

11.

12.

13.

14

Que vaut Tr(A)?
Soit P = (; ?) Montrer que P est inversible et déterminer P~!
Calculer N = PAP™!
Soit D = (é g) et U: M e My(R)— DM — MD
(a) Montrer que ¥ est un endomorphisme de Mo (R)
(b) Déterminer Ker(¥) et Im(¥)
(¢) Déterminer une matrice M telle que DM — MD = N
En déduire qu’il existe deux matrices B et C telle que A = BC — CB.

Déterminer explicitement B et C'

Partie II —  Généralisation

alors Tr(Matg, (u)) = Tr(Matg, (u))
Par la suite, pour u un endomorphisme de E, on note Tr(u) le réel Tr(Matg(u)) qui est
indépendant du choix de la base B.
Soit u un endomorphisme de E tel que, pour tout = € E, la famille (x,u(x)) est liée. Soit
B=(e1, - ,e,) une base de £
(a) Montrer qu’il existe des réels (A1, -+, A,) tels que, pour tout ¢ € [1,n] u(e;) = Aie;
(b) Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j. Montrer que \; = \; ( On pourra considérer u(e; + ¢;)

(¢) En déduire qu’il existe A € R tel que u = Aldg

Dans toute la suite du probleme u désignera un endomorphisme non-nul de F de trace nulle.
(a) Justifier qu'il existe un vecteur zg de E tel que la famille (o, u(zo)) soit libre.
(b) Montrer qu’il existe alors un supplémentaire F' de Vect(z) tel que u(zg) € F

On désigne par p la projection sur F' parallelement & Vect(zo).
(a) Montrer que F est stable par ’endomorphisme p o u
(b) Montrer que la restriction de pow a F est un endomorphisme de F' de trace nulle.

Montrer qu’il existe une base E dans laquelle la matrice de u a tous ses coefficients diagonaux
nuls (On pourra procéder par récurrence sur n)

(e 71 () ............. 0
0. o2 " .

Soit D une matrice diagonale de M, (R), D = | : telle que, pour
[ P, 0 o,

LF g v F

(a) Montrer que ’application ¢ : M — DM — M D est un endomorphisme de M,,(R)

(b) Déterminer Ker(p) et dim(Ker(y))

(a) Soit G' un supplémentaire de Ker(y) dans M,,(R). Montrer que la restriction de ¢ & G
est une bijection de G vers Im(yp)

(b) Que vaut dim(Im(p))?

(¢) En déduire que Im(p) est Pensemble des matrices dont les coefficients diagonaux sont
nuls.

. Montrer que si A € M,,(R) est une matrice de trace nulle alors il existe deux matrices B et
C de M,,(R) telles que A = BC — CB.
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Corrigé

Corrigé du probleme 1

Partie 1
1. Soit k € N*, on a
Vi € [k, k+ 1] L<1<1
) ) k+1\t\k
D’ou, en intégrant
kL k+1 g k+1 g
/ 7dt</ fdté/ —dt
k k+1 k t k k
C’est-a-dire
1 1
k e N* —— <In(k+1)—In(k) < =
VREN', g <In(b+1)—In(h) <

2. (a) On reconnait en (H,)nen les sommes partielles de la série harmonique, une série de
Riemann divergente, on a alors

lim H, = +oo

n—-+oo

(b) Soit n € N, en sommant I'encadrement de la question 1., on obtient

n—1 n—1 n—1

1 1
—— < In(k+1) —In(k) < —
k+ 1 D In(k+1) = Ink) k
k=1 k=1 k=1
D’ou )
n 1 n— 1
z <ln(n) —In(1) < z
k=2 k=1
C’est-a-dire 1
H,—1<Iln(n)<H,——
n
1
On en déduit que In(n) + - < H, et H, <In(n) + 1 et donc
] 1
Vn € N*, In(n)+ - < H, <In(n) +1
n
(¢) De l'inégalité précédente on déduit
Vn > 2 1+1<H”<1+1
"z nin(n) SIn(n) > In(n)

=1, c’est-a-dire

D’apres le théoreme des gendarmes on a alors lim
n—+oo In(n)

H, ~ In(n)

+oo

<In(n+1) —In(n)

1
3. (a) Soit n € N, on a, d’aprés la question 1., ——
n+1

Upt1 — Up = Hypp1 —In(n+1) — H, + In(n) =

1
o —In(n+1)+1n(n) <0

Ainsi ‘ la suite (uy,)nen est bien décroissante. ‘
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(b) On sait d’apres la question 2.(b) que
1

Vn € N*, H, —In(n) >
n

>0

Ainsi la suite (uy,)nen est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers un réel
v 2 0.

Comme la suite (uy,)nen est décroissante on a de plus
Vn € N*, Uy < UL

C’est-a-dire
Vn € N*, u, <1

On en déduit que v = liIE U, <1
n——+00

Finalement ‘ la suite (un)neny converge vers un réel v € [0, 1]. ‘

4. Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R’ dont les dérivées premiere et seconde
sont notées respectivement f’ et f”. On suppose que f” est continue sur R} .

On pose, pour tout entier naturel & non-nul

1 [kt 1\?
I _ _ 1
Jk—2/k (t k 2) £ dt

(a) Soit k € N*, on va procéder a deux intégrations par parties successives, on a alors

1 kot 1 ? "

k+1

_ [; (t—k—;)Qf’(t)] —/:H %2 (t—k—;) £(6)dt

k

_ f’(k8+ - f’ék) - ([(t - f(t)]:H - /:H f(t) dt)

k+1
o+ 2’“)—/k f(t)dt)
)

_ S f'R)  fiR+ 1)+ f(k +/’““ f(t)at
k

hpd
—
-
+
—
SN—
|
iy
—
=
|
/N
g
Bl
+
=
kh
—

Ainsi

/ 1 k+1
- Jkf<k+1>—f<k>f<k+1>+f</<s>+/+ fo)dt
8 2 k

(b) Soit n € N*, en sommant la relation précédente on a

-1

n—1 n—1 ,, gl n—1 n—1 n k+1
I B D D DEEC R Dl UL
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
"(n) — f'(1 "f(k) = f(k "
1 )8f<>_kz_2f(2>_;f<2>+ " s
_f’<”>gf'<”—;;f(k>+f(2”—;;f<k>+m+ " wa
f/(n)gfl( )_ - f(k)—i—f( )—;—f(n)_’_ 1nf(t)dt

On a donc
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D’ou

VneN, > f(k)= f<1);f(n) +f/(");f/(1) +/nf(t)dt—iJk
k=1 1 k=1

1
5. On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur RY par f(z) = —
T

1 1 1
(a) Pourte[k,k+1]ona—§St—k—§<§,d’oﬁ
1\* 1
vt €€ [k, k + 1], 0< t—k—5 gz
Ainsi
Vt ee [k, k+1] 0 (t—k 1 22<L
’ ’ = 2) 3 7 213

On en déduit que

C’est-a-dire

vk € N*, OéJkS/ — dt
k

(b) D’apres la question précédente on a
Vk € N* 0< <= -
SR FS 2 TR 12

1 1
8k2  8(k+1)2
sommes partielles sont télescopiques et se calculent aisément). Ainsi, par théoréme de

La série de terme général ( > est convergente et converge vers 3 (les
keN*

comparaison pour les séries & termes positifs, on en déduit que‘ la série de terme général (u,)nen converge

(c) Soit n € N* et N € N, on a alors, en sommant les inégalités obtenues a la question 5.(a)

N N 1
0< Ji < —_—
k; b I;LSI@? 8(k +1)2
C’est-a-dire

1
DT

Comme la série de terme général (u,)nen converge, on en déduit en passant a la limite
que

Vn e N*, ()gZJkgW
k=n

1
(d) Le résultat de la question 4.(b) appliqué a la fonction ¢ — 7 donne

"1 1 1 1
Vn € N* =4 = In( J
neny kzzlk 2+2n gnz T g tIn(n) Z’“

D’ou
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On a alors
11 5 X <=
Vn € N*7 = — — — Z J. — J
n U, o 8n2+8 Zk Zk
k=1 k=n
En faisant tendre n vers +oco on obtient
5 X
T=g 2
k=1
Ainsi
11 X
VYn € N*, H,=1 — - — = J]
" " n(n)+’y+2n 8n? Z F
k=n
1 =
Notons ¢,, = T n Z Ji de sorte que
k=n
% 1 En
Vn € N¥, H,=Inn)+y+ —+—
2n n
On sait que
00 1
Vn € N*, OgnZJk<8—n
k=n
Ainsi )
Yn € N*, 0>2e>——
4an
En particulier lim &, =0
n—+oo
On a ainsi prouvé l'existence d’une suite convergente (&,,)nen de limite nulle telle que l'on ait,
% 1 En
vn € N¥, H,=Inn)+v+ —+—
2n n
Partie 11
. . . an . . . an - bn
6. (a) Soit € >0, on sait que lim -— =1, ainsi lim ——— =0.
n—+oo 0, n—-+oo bn
Soit alors ng tel que
b
Vn>ng, | m|<e
bn,
L’existence d’un tel entier ng découle de la définition de la limite.
On a ainsi, puisque la suite (b,)nen prend des valeurs strictement positives
— Remarque

‘Vn}no, |an_bn| <eby,

(b) La série de terme général (a, )nen est convergente, on sait de plus que a,, o b,, et que les
o0

suites (an)nen et (by)nen sont a termes positifs. Ainsi la série de terme général (b, )nen
converge et par suite, la série de terme général (Ja, — by|)nen converge également car
son terme général est positif et majoré a partir d’'un certain rang par le terme général
d’une série convergente.

On sait que, pour tout n > ng, |a, — b,| < €by,.

Ainsi, pour n > ng on a

La vraie « diffi-
culté »de cette ques-
tion est de bien
prouver la conver-
gence de toutes les
séries que I’on mani-

4 pule

“+o0 “+oo “+o0
Soar—be| < D fax—bel < > eby
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
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D’ou

vn = no,

+oo
SEPREA

k=n+1

+oo +oo
T SN

k=n+1 k=n+1

(¢) Pour plus de simplicité notons

+o0 too
Z ag, et B, = Z b

k=n-+1 k=n-+1

Les résultats précédents s’écrivent alors

Vn > ng, |A, — B,| < eBy,

Comme la suite (by)nen est & termes strictement positifs on a alors

YneN B, >0
D’ou A B
Vn > no, n_Th e
= 10 Bn X
Les questions précédentes nous ont donc permis de prouver que
A, —B
Ve, dng €N, VYn>ng, L
By,
C’est-a-dire 4 B
lim =0
n—-4oo Bn
Ou encore A
lim == —-1=0
n—-+4o00 Bn
Ainsi

li — =1
noteo B,

C’est-a-dire A,, ~ B,, en reprenant les notations de 1’énoncé on a donc
OO

“+o00 —+o00

D ak [y D b

k=n k=n
7. Soit a > 1

(a) Soit k > 2, on a
vt € [k, k + 1],

Yt e [k — 1, k],

k+1 k+1
1 1
k t k k
k k
1 1
/ —wg/ —dt
k-1 K k—1t%

i
i
ko

D’ot, en intégrant
Cest-a-dire

Finalement
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(b) Soit n € N et N > n, en sommant les inégalités précédentes on obtient

C’est-a-dire

N+1 1 N 1 N 1
/ —dt< k7</ o dt
7 n

t
1 +1 k=n+1

(c) Soit n € N et N > n, le résultat précédent peut se réécrire
[ 11 }N i ZN: 1 11 Y
— < — < {}
-1 = = -1
l—att] Wo ke l—atet]

1
Comme « > 1 on sait que la série E T est une série de Riemann convergente, ainsi

N
lim Z — existe. En passant a la limite on a alors
N—+o0 o
k=n-+1
1 1 1
1—a(n+1 = Z ka\ 1—ane!
k=n-+1
D’ou
nail Zk n+1 kﬂ <1
\ ~X
(n+1)o-t Eno}—l
no—! 1
On a = — — 1, ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes,
(TL + ].)0‘71 (1 + l)a n—~400
n
+oo 1
lim k=ntl ks _
noree ﬁ n"l_l
C’est-a-dire
1 o 1
k® +oo o —1  nol
k=n-+1
Partie 111
On consideére les suites (z,,)n>1 €t (Yn)n>2 définies par
1
Vn > 1, xn:unf%, et Yn>2, yp==xp— Tp_1
8. (a) D’apres la question 5.(d) de la partie 1 on a
1 en
Vn € N, H,=Ih(n)+v+—+—
2n n
D’ou .
Vn € N, Tp =7+ —
n

On en déduit que

lim z, =
n—-+oo n 7

(b) Soit n € Net N > n, on a alors par télescopage

N
E Y = TN — Tn

k=n+1
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Ainsi, comme Nlim xn =y on en déduit que la série de terme général (yi)r>n converge
—+00

et que

+oo
Y Tn = Z Yk

k=n-+1

(¢) Soit k> 2, on a

Y = Tfp — Th—1

1 1
—Hk7Hk_1+ln(k71)fln(k)+m*ﬂ
_1_H ] 1 +1 1 11
"k T E) T 2k—1 2k
N AU S
B k) 2k-1 2k
1 1 1 1
=—(ln(1-- -4+ —
2(“( k)+k+k:—1>
Ainsi
+oo “+oo
1 1 1 1
— T, = = - -+ ——4+2In(1- -
¥ = Zyk 5 Z <k+k—1+ n( k))
k=n-+1 k=n-+1
. s crs 1 1 1 1 . i
9. (a) On peut simplement étudier la différence — 4+ — + — mais on peut également

k-1 k k23
obtenir le résultat par un calcul de développement limité

k—>_+oo
k—>_+oo

Ainsi
1t 1 1
E—1 k2R kot C\RB

Il existe donc une suite (g}, )rens telle que lim e, =0 et
k—+oo

1 1 1 e
keN', -4 —4—+-k
VEEN, 45 timtoh

(b) Pour k # 0 on a
1+1+2ln(1—1) = 1+1+1+1—|—0(1>+2<—1—1—1+—|—0(1>)
k k-1 k) kstoo k kK2 K3 k3 k 2k%  3k3 k3
2 1 1 2 1 2 1
k—>:+o<>k+k2+k:3_k_k2_3k3+o<k3>
1 1
kH:JrooSkB—’_O(]{:?’)

Ainsi

11 1 1
S qom(1-) ~ o
FtEo1 T n( k>+oo3k3
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10. On a montré que

Pour £ > 2 on a

1 1 1 1 1
k+/€—1+21n<1k> —%+m+2(ln(kfl)71n(k))
1 1 2
>4 —— =
kE k-1 k
1 1
> — - =
k-1 k
1
T k(k—1)
=20

1 1 1 1
On sait donc que les suites | — 4+ —— +2In(1— — et | — dont a valeurs
ko k-1 k) ) isa 3k% ) 150

1
strictement positives, que la série de terme général <3k;2) converge et que
E>2

1 1 1 1
km_l“l“(l‘k)gogm

Le résultat de la question 1.(c) de la partie IT nous assure alors que

+o0 too
1 1 1 1 1 1
— Xy == -4+ ——+4+2In(1- -+ ~ = —
TmEm=g ) <k;+k—1+ n( k))n%ooQ 2 3
k=n+1 k=n+1
De plus, d’apres la question 2.(c) de la partie IT on a
1 *2“ 1 11 1 11
2 3k3 n—s400 63— 11371 notoo 1212
k=n+1
Par transitivité de la relation d’équivalence on a alors
11
T e 12 n?
D’ou
1 1
T T 1902 ntee C \ 2
Il existe donc une suite (g//),en qui converge vers 0 et telle que
11 e
D’ou
1 1 el

VneN, H,=1 - En
nen n(n) +7+ 2n  12n2  n2

Corrigé du probleme 2
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2. P est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non-nuls donc | P est inversible |.

On a de plus det(P) = 1, d’on

4 (10
(5 Y)

. -1 (01
N = PAP _(7 0)

3. Apres calcul on obtient

4. (a) Soit (M, Ms) € Ma(R)?* et A € R.

On a alors

— Inverse d'une matrice 2x2

On sait que, si

a b .
4M_ (c d) est in-

versible alors M ! =
1 d —b

—C a

det(M)

(M, + AMy) = D(M; + AMy) — (M; + AMs)D
= DM, — My D + XN(DM; — M, D)

= (M) + AU(My)

Ainsi U est linéaire. De plus, si M € M3(R) alors W (M)

Donc ‘ ¥ est un endomorphisme de M (R). ‘

(b) Soit M = <(2 Z) avec (a,b,c,d) € R*.
On a alors
a b a 2b
V(M) = <20 2d> - (c 2d> -

On en déduit que

(

S MQ(R)

0 —-b
c 0

Ker(¥) = {(g 2) (ad) € R?}

En d’autres termes ‘ Ker(U) est 'ensemble des matrices diagonales de taille 2.

Et

Im(0)

(€9 oes]

En d’autres termes ‘ Im () est Pensemble des matrices de taille 2 de diagonale nulle.

(¢) A laide du calcul précédent de W(M) on voit que I'on peut par exemple prendre

0 -1
u=(7 )
5. Ona DM — MD =N = PA.P~L.

Dou P'DMP - P 'MDP=A
Ou encore P~ 'DPP~'MP - P 'MPP'DP=A

Ainsi, en prenant | B = P !DP et C = P"'MP |on a bien A = BC — CB.

6. Il n’y a plus qu’a faire le calcul :

1 (1 0 o1 (-2 -1
B=P DP—(2 9 et C=P "MP= 11 2
Partie I —  Généralisation
7. (a) Soit B et C deux éléments de M, (R).
Alors
Tr(BC) = > (BC)ik
k=1
= Z Z By..iCi i
k=1 i=1
14 novembre 2025 13 Bastien Marmeth
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Ainsi, on a bien ’ Tr(BC) = Tr(CB). ‘

L’application Trace étant linéaire on en déduit que ’ Tr(BC —CB) =0 ‘
Soit M et N deux matrices semblables de M,,(R).
1l existe alors P € GL,(R) telle que N = PM P~

D’ou

Tr(N) = Tr(\]i_/MP‘l) = Tr(MP~'P) = Tr(M)
B C

Ainsi ‘ deux matrices semblables ont la méme trace ‘

Soit u est un endomorphisme de E et By et By deux bases de E, alors, d’apres la formule

de changement de base, Matp, (v) = Pg, g, Matp, (“)PBll,Bz'

En particulier Matg, (u) et Matp, (u) sont semblables et donc, d’apres la question pré-
Tr(Matg, (u)) = Tr(Mats, (u)) |

cédente,

8. Soit u un endomorphisme de E tel que, pour tout x € E, la famille (z, u(z)) est lie.

(a)

Soit ¢ € [1,n], la famille (e;, u(e;) est liée par hypothese, il existe donc des réels (a;, b;) €
R? tels que age; + biu(e;) = 0 avec (a;,b;) # (0,0).

@
Or e; # 0 (car c’est un élément d’une base) donc b; # 0, ainsi u(e;) = b—ze,—.
i
a;
En notant A\; = — on a bien u(e;) = \e;.
i
Ainsi ‘ il existe des réels (A1, -, A) tels que, pour tout i € [1,n] u(e;) = Ase;.

Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j.

Par hypothese la famille (e;+e;, u(e;+¢€;)) est liée, 'argument de la question précédente
nous montre qu’il existe un réel A tel que u(e; + e;) = A(e; +¢;).

Or u(e; + e;) = ule;) + ulej) = Aie; + Ajej.

Ainsi (A — Xj)e; + (A — Xj)e; = 0g.

La famille (e;, e;) est libre (en tant que sous -famille d’une famille libre) d’ott A — \; =
A=A =0.

En particulier
Notons A la valeur commune de tous les A;.
Alors, pour tout i € [1,n], u(e;) = Ae; = (Aldg)(e;).

Les endomorphismes u et AIdg coincident alors sur la base B. Ainsi

Supposons par ’absurde qu’il n’existe pas de vecteur xg de E tel que la famille (xq, u(zq))
soit libre.

D’apres la question précédente il existe alors A tel que u = A\ldg.

En particulier Tr(u) = nA. Or Tr(u) = 0, d’ott A = 0 et donc u = Ogg) ce qui est
absurde.

Ainsi ‘ il existe un vecteur xg de E tel que la famille (g, u(zg)) soit libre ‘

La famille (zg, u(x)) est libre, on la compléte en une base (g, u(zg), €3, - ,€,) de E

Notons F' = Vect(u(xo),es, -+ ,en).

Ordre

Attention a l'ordre
des matrices, en gé-
néral Tr(ABC) #
Tr(ACB)

Classique

Ce résultat est un

exercice assez clas-
sique d’oral, il est

bon de 'avoir tra-
vaillé et compris
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Alors ‘ F' est un supplémentaire de Vect(xo) tel que u(xg) € F ‘

On désigne par p la projection sur F parallélement & Vect(xo).

10. (a) Soit z € F, alors par définition de pon a p(u(z)) € Fi.e. ‘ F' est stable par ’endomorphisme p o u

(b) Remarquons d’abord que, comme F' est stable par ’'endomorphisme p o u alors la res-
triction de pow a F est un endomorphisme de F'.

La matrice de v dans la base (xg,u(zo),es, - ,e,) de E est de la forme suivante :
[0 mis - min\
1
M=|Y
: A
0

La matrice de p o u est alors

Ainsi A est la matrice dans la base (u(xp),es, - ,e,) de la restriction de powu & F.
Or 0 = Tr(u) = Tr(M) = Tr(A).

On en déduit que‘ la restriction de powu & F' est un endomorphisme de F' de trace nulle.

11. Procédons par récurrence sur n > 2.
Initialisation :

On suppose ici que n = 2.

D’apres les questions précédentes la matrice de u dans la base (xg, u(xo)) est la forme ((1) 2) .

Or Tr(u) = 0 d’ott d = 0. Ainsi, dans la base (¢, u(xg)) la matrice de u a tous ses coefficients
diagonaux nuls.

Hérédité :

Soit n > 3, on suppose que, si v est un endomorphisme d’un espace vectoriel ' de dimension
n—1 de trace nulle alors il existe une base de F' dans laquelle sa matrice a tous ses coefficients
diagonaux nuls.

Soit maintenant E un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E de trace
nulle.

On reprend les arguments vus précédemment. Soit ¢ € F tel que la famille (zq,u(zo) soit
libre, F' un supplémentaire de Vect(z() contenant u(zg) et p la projection sur F' parallelement
a Vect(zo).

Alors la restriction v de pou a F' est un endomorphisme de F' de trace nulle. Il existe alors une
base (fo,- - fn) de F dans la laquelle la matrice B de p o u a tous ses coefficients diagonaux

nuls.
La famille (xg, fa,- - , fn) est une base de E et, dans cette base, la matrice de u est la forme
[0 [mig - miga\
ma,1
M =
B
Mn,1

En particulier cette matrice a tous ses coefficients diagonaux nuls.
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On a donc trouvé une base E dans laquelle la matrice de u a tout ses coefficients diagonaux
nuls. Ce qui prouve la propriété au rang n est acheve la récurrence.

En conclusion, si v est un endomorphisme de trace nulle d’un espace vectoriel E' de dimension

n=2 alors‘ il existe une base E dans laquelle la matrice de u a tout ses coefficients diagonaux nuls |.
12. (a) Soit (M, My) € M, (R)* et A € R.

On a alors

Qp(Ml + )\Mg) = D(Ml + )\MQ) — (Ml + )\MQ)D
= DM, — M, D + X\(DMs — M,D)
= p(M1) + Ap(Ma)

Ainsi ¢ est linéaire. De plus, si M € M, (R) alors p(M) € M,(R).

Donc ‘ ¢ est un endomorphisme de M,,(R). ‘
(b) Soit M = (my4 ;) j)en,n)> € Mn(R), on a alors

Qimi aimy2 - @1Mln aimiy1 a2miz2 - QpMMin
QaMmg 1 QMg o -+ Q2M2p Qi1ma 1 Q2Ma2 -+ QpMMap
DM = . . et MD =
AnMp 1 QpMp 2 - ApMlpp A1Mnp1 A2Mp2 - QpTlip g
Ainsi
O (al —_ ag)m172: ............................................ (al —_ a7l)m17n
(a2 —ai)ma; 0.
DM—-MD =
. 0 (Ckn,1 - an)mnfl,n
(an — al)an ..................................... (an — anfl)mn,nfl 0
Comme les réels (ay, - -+ , ay,) sont deux-a deux distincts on en déduit que DM —MD =0

si et seulement si M est diagonale.

Ainsi ‘ Ker(y) est ensemble des matrices diagonales de taille n ‘

Notons (Ej j)(:,j)e[1,n] 12 base canonique de M R). Alors Ker(p) = Vect(E1,1, E22,- -+ , Enp).
En particulier ‘ dim(Ker(p)) =n ‘

13. (a) Il s’agit exactement de la version géométrique du théoréme du rang :

‘La restriction de ¢ a un supplémentaire G de Ker(y) est un isomorphisme de G vers Im(yp). ‘

(b) D’apres le théoréme du rang appliqué a ¢, ‘dim(Im(gp)) =n®-n ‘

(c) Notons H l'ensemble des matrices dont les coefficients diagonaux sont nuls
Le calcul fait a la question 12. nous montre que Im(yp) C H.
De plus, en notant (E; ;) (i, j)e[1,n]? la base canonique de M(R), ona H = Vect({E; ; , (i,7) €
[1.n]? i # j})-
Ainsi dim(H) = n? —n.

Par inclusion et égalité des dimensions on en déduit que

‘Im(cp) est ’ensemble des matrices dont les coefficients diagonaux sont nuls |

14. Soit A € M,,(R) une matrice de trace nulle.

D’apres la question 11. A est semblable & une matrice N dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls. Notons A = P"'NP avec P une matrice inversible.

Or N € Im(y), il existe donc une matrice M telle que N = DM — M D.
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Alors

A=P'NP=P YDM - MD)P=P 'DPP'MP—-P 'MPP'DP

En notant B = P 'DP et C = P"*MP on a ainsi montré que :

Si A € M, (R) est une matrice de trace nulle alors il existe deux matrices B et C' de M, (R) telles
que A= BC - CB.
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